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Problema 1 (3 puntos). En la figura, todas las circunferencias
son del mismo radio y se intersecan en el punto P. Ademads, las ‘ l’
circunferencias se cortan perpendicularmente o son tangentes.
Si el perimetro de la figura es 247, ;jcudnto vale su darea? %

Problema 2 (3 puntos). Para todo entero positivo n, la suma

1+ 1+ 284/1+ 28+ 33+4/1+ B+ 3B+ B4+ +/1+ 28+ 33+ ... + n?

se puede expresar de la forma An3+ Bn?+Cn++ D, para ciertos niimeros reales A,
B, C'y D. ;Cudles son los valores de A, B, C'y D? Explique por qué el resultado
de dicha suma es siempre un niimero natural. Justifique sus respuestas.

Problema 3 (4 puntos). En la figura, se muestra un tetraedro
cuyas aristas miden 5 cm 'y se han marcado en rojo los puntos
medios de dos aristas opuestas. ;Cudl es la longitud de la
trayectoria mas corta sobre las caras del tetraedro que une los
puntos senialados?
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Problema 4 (4 puntos). Diremos que un entero positivo es 4-magico si su primer
digito de izquierda a derecha en notacion decimal es 4 y cuando este digito se
recorre al lugar de las unidades se obtiene 1/4 del entero positivo inicial. Por
ejemplo, al recorrer el primer digito de 410256 al lugar de las unidades se obtiene
102564, el cual es 1/4 de 410256. Determine todos los niimeros 4-mdgicos de seis
digitos o menos.



Problema 5 (4 puntos). Considere la funcion f(x) = x> + 12z + 30. Determine
todos los niimeros reales x tales que f(f(f(f(f(x))))) = 0.

Problema 6 (4 puntos). Considere un triangulo NABC' de area S y sean a, by
c las longitudes de los lados BC, C' Ay AB, respectivamente. Una circunferencia
de centro O y radio r es tangente a los lados C Ay AB. Exprese la distancia x del
punto O al lado BC' en términos de S, a, b, ¢ y r en los siguientes casos:

(a) El punto O estd en el interior del triangulo NABC.

(b) El punto O esta en el interior del angulo £/ BAC, pero fuera del triangulo
ANABC.

Problema 7 (4 puntos). Determine todos los niimeros naturales n tales que el
producto de sus digitos (en notacion decimal) es igual a n?> — 25n + 158.

Problema 8 (4 puntos). Sean B = (—1,0) y C = (1,0) puntos en el plano.
Considere el lugar geométrico K de los puntos A = (x,y) tales que la diferencia
de los angulos Z/ABC'y ZAC B es un angulo recto.

(a) Obtenga una ecuacion del lugar geométrico K (en términos de 'y v).

(b) Pruebe que IKC es una conica y calcule su excentricidad.

Problema 9 (5 puntos). Sean o, 3y v dngulos agudos y positivos. Apoyandose en
la grifica de y = cos(x), pruebe que

cos () + cos () LS (oz + ﬂ)
~ 2 ’

(a) 5

(b)

cos (o) + cos () + cos () T (a+ﬁ+7>
3 D 3 '

Problema 10 (5 puntos). Sean a, by c niimeros reales y considere tres dngulos «,
By tales que
a = tan a, G=gtan 8 4 | a=kan’y.

(a) Suponga que o, [y v son dngulos internos de un triangulo. Pruebe que
abc =a+b+c

(b) Suponga que abc = a + b+ c. Demuestre que tan(a + 3 + ) = 0.

(c) Suponga que a, by c son positivos y que abc = a + b + c. Demuestre que
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