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Problema 1 (4 puntos). Lili e Isabel corren por una pista circular, ambas
comenzando en un punto P. Lili corre a una velocidad constante en el sentido
de las manecillas del reloj. Isabel también corre en el sentido de las manecillas
del reloj a una velocidad constante, pero lo hace un 25 % mds rdpido que Lili. Lili
comienza a correr primero e Isabel comienza a correr cuando Lili ha completado
un tercio de una vuelta. Cuando Isabel rebasa a Lili por quinta vez, jcudntas veces
ha pasado Lili por el punto P?

Solucion. Supongamos que la pista circular en la que corren Lili (L) e Isabel (/)
estd marcada por doce divisiones, como las horas de un reloj, y que el punto P es
el que marca las 12:

Supongamos ademds que L da una vuelta completa cada doce minutos, de manera
que recorre una “hora del reloj” por minuto. Entonces, cada cuatro minutos / avanza
cinco horas de reloj. Sabemos que / empieza a correr cuando L se encuentra en las
4 hrs. Luego, tras cuatro minutos, L se encuentra en las 8 hrs, mientras que / en las
5 hrs. Entonces, si considerando bloques de cuatro minutos, se tiene que I alcanza



a L por primera vez después de 4 bloques (de cuatro minutos) estando ambas en las
8 hrs y habiendo L pasado una vez por P.

Ahora, un punto clave es notar que, una vez que I y L estdn en un mismo punto
(las 8 hrs), se volveran a encontrar hasta los 12 bloques y justo en las 8 horas,
pasando L otras 4 veces por el punto P. Esto mismo ocurre tres veces mds hasta
lograrse el quinto encuentro, equivalente al quinto rebase. Por lo tanto, en el quinto
rebase de I a L, esta ultima habré pasado 17 veces por el punto P:

Cuando ambas

1° encuentro

2° encuentro

3° encuentro

4° encuentro

5° encuentro

empiezan a
correr
P 4 médulos/ a 12 méddulos 12 médulos 12 médulos 12 méddulos
las 8hrs mas/ a las 8hrs | mas/ alas 8hrs | mas/ alas 8hrs | mas/ alas 8hrs
4 hora 4 médulos/ a 12 méddulos 12 médulos 12 médulos 12 méddulos
las & hrs mas/ a las 8hrs | mas/ alas 8hrs | mas/ alas 8hrs | mas/ alas 8hrs
Num. de veces
que pasa Lili el 1vez 4 veces 4 veces 4 veces 4 veces

punto P en el
periode indicado
—_—




Problema 2 (4 puntos). Dos circunferencias tangentes exteriormente se encuentran
en el interior de un rectangulo. La circunferencia pequeria, que tiene radio 3, es
tangente a dos lados del rectangulo, mientras que la mas grande es tangente a tres
lados del rectangulo como se muestra en la figura:
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Si el area del rectangulo es 98, ;jcudl es el valor del radio de la circunferencia mds
grande?

Solucion. Sea r el radio de la circunferencia mds grande y considere el tridngulo
rectangulo cuya hipotenusa es el segmento de recta que une a los centros de las
circunferencias del problema:
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Por el teorema de Pitagoras, sabemos que la base del tridngulo rectangulo es

V(r+3)2 = (r—3)2 = V12r = 2/3r

y en consecuencia, la base del rectangulo es r + 2v/3r + 3 = (/7 + v/3)2.
Dado que el area del rectdngulo es 98, tenemos que

98 = 2r(v/r + V3)? = 2(r + v3r)?,

lo cual implica que r + v/3r — 7 = 0. Haciendo el cambio w = /r, para resolver
el problema bastard encontrar las raices postivas de

w2+\/§w—7:0.

Usando la formula general, se obtiene que la unica raiz positiva de la ecuacion es

w = M En consecuencia, es r = w? = _17_2\/®- "



Problema 3 (3 puntos). Considere la funcion f definida en el conjunto de los
enteros de la siguiente forma:
_Jn—1 sinespar

f(n) = { n? —1 sinesimpar

Encuentre todos los enteros n que satisfacen la ecuacion f(f(n)) = 8.
Solucion. Primero notemos que las unicas soluciones para f(m) = 8 sonm = 3y

m = —3. Por otro lado, es f(n) = 3s6losin =4yes f(n) = —3s6losin = —2.
Por tanto, las unicas soluciones posibles sonn =4y n = —2. |



Problema 4 (4 puntos). Considere tres circunferencias Cy, Co y Cs, todas con centro
en un mismo punto O, cuyas respectivas dreas son 4w, 3w y 2mw. Desde un punto
A sobre C; se traza una recta tangente a Cy, siendo B el punto de tangencia, y se
traza una recta tangente a Cs, siendo C' el punto de tangencia. Si B 'y C estdn en el
mismo lado de O A, determine el valor del angulo £ BAC.

Solucion. Primero, dado que las areas de los circulos son 27, 37 y 47, entonces
los radios de los circulos son v/2, /3 y 2, respectivamente. Considere la siguiente
figura con los tres circulos con el mismo centro O, el punto A sobre el circulo més
grande y los puntos de tangencia B y C' trazados desde el punto A.

Como B y C son puntos de tangencia, y el radio es perpendicular a la tangente,
se tiene que L ABO = LACO = 90°. Aplicando el teorema de Pitdgoras en el
triangulo rectdngulo ACO, tenemos que AC' = /2, lo que implica que el tridngulo
A ACQO esun tridngulo rectangulo is6celes. De esta manera, se tiene que £ C AO =
45°. Por otro lado, aplicando el teorema de Pitdgoras en el tridngulo rectangulo
ABO, tenemos que AB = 1. Puesto que es AB = 1, BO = /3y OA = 2, se
sigue que AABO es un tridngulo rectdngulo notable, obtenido por ejemplo como

la mitad de un tridngulo equilatero de lado 2 en el que se ha trazado una altura Asi,
resulta que £ BAO = 60°. Por lo tanto, es { BAC' = 15°. [



Problema 5 (4 puntos). Demuestre la siguiente identidad.:

22023
cos(z) - cos(2a) - cos(dz) - - - cos(22%2z) — 2(—())
senlx

Solucion. Considere la identidad sen(2«) = 2 sen(«) cos(a). Despejando el coseno
y haciendo a = 2%, obtenemos que

sen (2 1)
= —d L k=0,1,2,...,2022.
cos(2"x) 2sen(Fz)’ s Ly dy

Abhora, sustituyendo cada coseno que aparece en la expresion del lado izquierdo de
la igualdad del problema en términos de la relacion anterior, se obtiene

sen(2z) sen(4zx)  sen(8z) sen(229237)

2sen(z) 2sen(2z) 2sen(4x) ~ 2sen(22022g)

Finalmente, cancelando términos iguales arriba y abajo, la expresion obtenida
se reduce a la expresion del lado derecho de la igualdad, probando la identidad
deseada. |

Problema 6 (4 puntos). Una sucesioén tipo Fibonacci es una sucesion ay, as, as, . . .
en la que a1 y ay son niimeros positivos y

Ap = Qp_9 + Qp_1, paran > 3.

Si ay,aq,...,107,... es la sucesion tipo Fibonacci que contiene a 107 y tiene el
mayor numero posible de términos precediendo a 107, jcudles son los valores de
a1y as?

Solucion. Primero observe que, dados dos términos consecutivos de la sucesion,
an—1y an, el término anterior se obtiene como a,, o = a, — a,_1. Ahora, sea
x € N el término de la sucesién inmediato anterior a 107. Entonces, los términos
anteriores son 107 — z, 2x — 107, 214 — 3z, b5z — 321, 535 — 8z, 13x — 856,
1391 — 21z, 34x — 2247, etc. Para que todos estos t€rminos sean positivos, debe
pasar que x <107, x>53, <72, x>64, x<67, x>65, r<67, r>66. Como
2 es un numero natural, la ultima desigualdad no es compatible con las anteriores.
Ademds, como x > 65y x < 67, se obtiene que z = 66 y la sucesion hasta el 107
es H,2,7,9,16,25,41,66, 107. Asi, se tiene que a; = 5y as = 2. |



Problema 7 (5 puntos). Demuestra que se satisface la desigualdad
5sen(z + 37°) + V2 cos(z — 45°) < V41
para toda x € R.

Solucién. Sea k el valor méximo de 5sen(z + 37°) + v/2cos(z — 45°). Utilizando
las identidades de la suma del seno y coseno obtenemos

k = 5(sen x cos(37°) 4+ cosz sen(37°)) + v2(cosz cos(45°) +senz sen(45°))
= 5sen - cos(37°) + Hcosx - sen(37°) + V2 cosx - */75 +2 senzx- ?
=senz (5cos(37°) +1) 4+ cosz (5sen(37°) + 1).

Llamemos

A =5co0s(37°) + 1 y B = 5sen(37°) + 1.

Entonces, por lo anterior, es k = Asen x + B cos(z). Dividiendo entre v/ A2 + B2

k B Asenx » Bcosz
\/A2+BQ \/A2+B2 ,/A2_|_B2
Utilizando el tridngulo rectangulo con dngulo 6, cateto adyacente A, cateto opuesto
B e hipotenusa v/ A? + B2, la ecuacién (1)) se reescribe como

kL w2
7 cosf senz + senf cosz,

(1)

luego \/h = sen(6 + x) y, por tanto, es

k =+ A2+ B%sen(f + ).

De esta manera, el maximo valor de 5 sen(z + 37°) + /2 cos(x — 45°) es

k= /A% + B2 = /(5c08(37°) + 1)2 + (5sen(37°) + 1)2.

Comentario: Hemos visto que el maximo de 5 sen(z + 37°) + /2 cos(x — 45°) es

\/ (5¢0s(37°) + 1)2 + (55en(37°) + 1)2 ~ 6.403476035091676.

Por tanto, la cota presentada en el enunciado del problema es incorrecta, ya que es
menor que la verdadera (aunque muy cercana):

V4l ~ 6.4031242374328485



Problema 8 (3 puntos). Un poste de teléfono de 7 pies de altura se encuentra sobre
una misma calle a = pies de distancia de un poste de la CFE de 9 pies de altura.
Un cable sale de la punta de cada poste y es atado al pie del otro, de forma que los
cables se cruzan en algiin punto entre los postes. ;A qué altura del piso se cruzan
los cables?

Primera solucion. En esta solucion, le llamaremos d a la distancia entre los postes,
en lugar de x. Suponga que la base del poste de 9 pies se encuentra en el punto
(0,0) del plano cartesiano y que la base del poste de 7 pies de altura se encuentra
en el punto (d, 0), como se muestra en la figura:

Y

0.9

(d,7)
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Los cables que salen de las puntas de los postes se encontrardn sobre las rectas
7 9
Y= y y=—3x+9.

Luego, el punto donde ambos cables se cruzan coincide con el punto donde se
cortan ambas rectas. Para encontrar las coordenadas de dicho punto resolvemos la
ecuacion

Tp=_9

L =—5c+9,
con lo cual obtenemos © = 91)—%1, y sustituyendo en cualquiera de las ecuaciones de
las rectas obtenemos la altura del punto, a decir y = %. |

Segunda solucion. Sean Ay B los extremos del poste de la CFE y sean C'y D los
extremos del poste de teléfono, con B y C' la base de cada poste. Llamémosle P al
punto de interseccion de los cables:

A

Qm

7m




Puesto que AB y C'D son perpendiculares a BC, son paralelas entre si. Luego, es
/BAP = ZPCD, por ser los angulos alternos internos que la recta AC' forma con
dichas paralelas. Andlogamente, es ZABP = ZPDC'. De ambas igualdades, se
sigue la semejanza de tridngulos AABP ~ ACDP, por lo que es

AP AB 9

Bc) oA
Sea () el pie de la perpendicular bajada desde P sobre BC'. Nuevamente, por ser
PQ paralela a AB, los triangulos AABC'y APQC' son semejantes, con

AB_AC_AP+PC’_AP+1_9+1_16
R@g PO) XPO ~WCVT 7 A 7
Por lo tanto, es PQ) = 1—76AB: 1—76(9m) ¥ %m. H



Problema 9 (5 puntos). Considere una elipse con un semi-eje mayor de 4 cm 'y un
semi-eje menor de 3 cm. Si estos dos ejes estan alineados con las diagonales de un
cuadrado y la elipse es tangente al cuadrado en cuatro puntos de contacto, ;cudl
es el area del cuadrado?

Solucion. Considere la siguiente figura:

Por construccidn, la ecuacién de la elipse es
2 2
x
g
16 9

y la ecuacién de dos de los lados del cuadrado es de la forma y = x+Fk. Sustituyendo
la ecuacion de la recta en la ecuacion de la elipse y desarrollando, se obtiene

2 2
= ) @A )
16 9
%x2—|—x2—|—2k’x—|—k2 =
247 + 2kz + (k* — 9) = 0.

Nétese que esta es una ecuacion cuadrdtica en x, de la forma Az? + Bx + C = 0,

con A = %—2, B =2kyC = (k* —9). Luego, para que la recta y la elipse sean

tangentes, esta ecuacion debe tener una unica solucion (de multiplicidad 2), por lo
que su discriminante B? — 4AC debe ser cero:

Ak —4 (%) (¥* - 9) =0,
912 _ o2
ke={75.
Asi, las ecuaciones de dos de los lados del cuadradosony = x4+ 5yy = x — 5,
las cuales cortan al eje y en los puntos (0,5) y (0, —5), respectivamente. De aqui,

las diagonales del cuadrado miden 10 cm, y cada lado mide entonces 5v/2 cm. Por
lo tanto el 4rea del cuadrado es de 50 cm?. |

10



Problema 10 (4 puntos). Encuentre el valor minimo de la funcion

f(x) | & 3(1‘2—2)3—&-8.

Primera solucién. Considere la funcién g(z) = (2® — 2)® + 8. Puesto que las
funciones exponenciales son crecientes, la funcién f toma su valor minimo en el
mismo punto que lo toma la funcién g. Por otra parte, podemos reescribir la funcion
g como

g(z) = 2% — 62* + 1222 = 2?[(2* — 3)* + 3].

Notemos que el valor minimo de la funcion g es 0 en el punto x = 0. Por tanto, el
valor minimo de la funcién f se daen el punto z = 0y es f(0) = 3" = 1. |

Segunda solucion. Considere las funciones
a(x) = 37, bz)=2°+8 y clz)=2°—2
y observe que es ‘
f(z) = 3¢ = a(b(c(2))).

Puesto que a y b son ambas funciones crecientes, se sigue que f toma su valor
minimo en el mismo punto que lo toma la funcién c¢(z) = z? — 2. Esta tdltima es
una pardbola que abre hacia arriba, cuyo vértice se ubica en (0, —2). Por lo tanto,
el valor minimo de ¢ se alcanzaen z = 0,y es f(0) = a(b(—2)) =a(0)=1. N

11



