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Problema 1 (3 puntos). En la figura, todas las circunferencias
son del mismo radio y se intersecan en el punto P. Ademads, las \ l’
circunferencias se cortan perpendicularmente o son tangentes.

Si el perimetro de la figura es 24w, ;jcudnto vale su drea? %

Solucion. Debido a que los circulos se cortan perpendicularmente, los puntos de
interseccion A, B, C, D que se muestran en la siguiente figura, forman un cuadrado,
cuyos lados son diametros de los cuatro circulos:

El perimetro de la figura es igual al perimetro de
dos ciculos completos, de modo que si r representa

A B el radio de cada circulo, entonces el perimetro de la
figura es 2 - (27r7). Asi, se obtiene que 47 = 24,
P es decir, es
r = 6.
D C Luego, el area de la figura es igual al 4rea del
cuadrado de lado 12, mas el area de 4 semicirculos

de radio 6:

. (6)2
érea:12><12+4-(7r é) ):144+727r



Problema 2 (3 puntos). Para todo entero positivo n, la suma

14/ 1+ 2B4/1+ 28+ 33+/1+ 28+ 3B+ 84 +/1+ 28+ 33+ ... + n?

se puede expresar de la forma An®+ Bn?+Cn+ D, para ciertos niimeros reales A,
B, Cy D. ;Cudles son los valores de A, B, C'y D? Explique por qué el resultado
de dicha suma es siempre un numero natural. Justifique sus respuestas.

Primera solucion. Para esta solucion utilizaremos las siguientes féormulas: La
“férmula de Gauss” para la suma de los k£ primeros nimeros naturales,

1+2+3+---+k=@. (1)
La suma de los cuadrados de los £ primeros nimeros naturales,
1?42 g g e = MEEDRIEA L) @)
La suma de los cubos de los k& primeros niimeros naturales,
1+23+33+---+k3:[@r 3)

Ahora, dado que el argumento de cada raiz cuadrada en la suma del problema
es la suma de los cubos de los k primeros nimeros naturales (para k = 2,...,n),
usando la féormula (3)) tenemos que

1+ VI+ 28 +vV14+B+3+V1+B+3 484+ /14284 FB+--+nd

( 1+1) (2(2;1))+<3(32+1))+(4(42+1)>+m+(n(n2+1))
() (5 () () ++ (57)
1
2

1
(1—|—22+32+42+---+n2)+§(1—|—2+3+4+---+n)

En otras palabras, la suma del problema es igual a la mitad de la suma de los
cuadrados de los n primeros nimeros naturales més la mitad de la suma de los
primeros n nimeros naturales. En particular, esto nos dice que el resultado de la



suma es siempre un ntimero natural (ya que la primera igualdad nos dice que es la
suma de ndmeros naturales). Luego, usando las formulas (I)) y (2) tenemos que

1 1
5(1—|—22+32+42+---+n2)+§(1—|—2+3+4+---+n)
|1 n(n+1)(2n+1)+1 n(n+1)
2 6 2 2
Lo, Lo |
=—0n"+ —-n° + -n.
6 2 3
Porlotanto,A:%,B:%,C:%yD:O. H

Segunda solucion.(Numeros Tetraédricos) Primero, notemos que si ‘“combinamos”
las féormulas (1)) y (3) tenemos que

1+28 4+ 4B =142+ +k)7.

Es decir, la suma de los cubos de los k& primeros nimeros naturales es igual al
cuadrado de la suma de los k primeros nimeros naturales. Usando este hecho en la
suma original del problema, tenemos que

14/ 1+ 2844/1+ 28+ 334/1+ 28 + 33 + 43+ /1 + 28+ 33+ ... + 3
=1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4)+---+(1+2+3+---+n)
(*)

En particular, esto nos dice que el resultado de la suma es siempre un niimero
natural (ya que claramente es la suma de nimeros naturales).
Calculemos la suma (%) para (digamos) los diez primeros niimeros naturales:

In|suma @) || n |suma @ |
1 1 6 56
2 4 7 84
3 10 8 120
4 20 9 165
S5 35 10 220

Notemos que la sucesion de nimeros 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, 165, 220 la
podemos localizar en la cuarta diagonal del tridngulo de Pascal (Figura[I).
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Figura 1: Cuarta diagonal del tridngulo de Pascal.

De hecho, para cada ntimero natural n, el resultado de la suma es igual al
n—€simo término de esta diagonal. Una manera de convencernos de esta afirmacion
es con lo siguiente : para cada natural k, la expresion k(k+1)/2 en la férmula (1)) es
un coeficiente binomial. En efecto, es igual al nimero de “combinaciones de k + 1

en2”,
(k+1) (k+1)!  Ek(k+1)

5 S AK=1) 5 2] 421y Kk 4)
Ahora, por definicion/construccion del tridngulo de Pascal (mediante coeficientes
binomiales), el k-ésimo término de la tercera diagonal es precisamente el
coeficiente binomial (). Luego, el k-ésimo término de la tercera diagonal
es igual a la suma de los k primeros niimeros naturales. Nuevamente por
definicion/construccion del tridngulo de Pascal, para cada natural n, el n-ésimo
término de la cuarta diagonal es igual a la suma de los primeros n términos
de la tercera diagonal, 1o que (notemos) coincide con la suma buscada. Pero
recordemos que, en términos de coeficientes binomiales, el n-ésimo término de la
cuarta diagonal es dado por

n+2\  (h+2)! 1 1. 171
B/ ) S D(n+2) = =n® + -n? + =n.
( . ) W — 1] 6n(n+ )(n+2) Pl ml G

Porlotanto,A:%,B:%,C: y D=0. H

1
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Problema 3 (4 puntos). En la figura, se muestra un tetraedro
cuyas aristas miden 5 cm y se han marcado en rojo los puntos
medios de dos aristas opuestas. ;Cudl es la longitud de la
trayectoria mds corta sobre las caras del tetraedro que une los
puntos senialados?

2

Solucion. Si desglozamos el tetraedro a una figura plana, obtenemos una figura
formada por tridngulos equilateros de arista 5 cm:

a 1 , a

Puesto que la trayectoria de menor longitud entre dos puntos sobre un plano es
la linea recta, se sigue que una de las posibles trayectorias méas cortas sobre el
tetraedro corresponde al segmento de recta rojo de la figura, el cual conecta los
puntos medios de dos lados opuestos de un rombo de lado 5 cm. Entonces, dicho
segmento es paralelo a los otros dos lados y su longitud es también de 5 cm. W



Problema 4 (4 puntos). Diremos que un entero positivo es 4-magico si su primer
digito de izquierda a derecha en notacion decimal es 4 y cuando este digito se
recorre al lugar de las unidades se obtiene 1/4 del entero positivo inicial. Por
ejemplo, al recorrer el primer digito de 410256 al lugar de las unidades se obtiene
102564, el cual es 1/4 de 410256. Determine todos los niimeros 4-mdgicos de seis
digitos o menos.

Primera solucion. Por definicion, sabemos que un nimero 4-mdagico debe iniciar
(primer digito) y ser divisible por 4. Entonces, el 4 es el tinico candidato a ser
un nimero 4-mdgico de un digito. Pero como claramente €l no es un cuarto de si
mismo, se concluye que no hay niumeros 4-mégicos de un digito.

Los candidatos a ser nimeros 4-mdgicos de dos digitos son 40, 44 y 48. Pero 04
y 84 no son un cuarto de 40 y 84, respectivamente. Luego, 40 y 48 no son numeros
4-mégicos. Finalmente, como claramente el nimero 44 no es un cuarto de si mismo,
se concluye que no hay nimeros 4-magicos de dos digitos.

Ahora, mostraremos que los ultimos dos digitos (decenas y unidades) de
cualquier niumero 4-mdgico de entre 3 y 6 digitos deben ser 5 y 6, respectivamente.
En efecto, por definicion, sabemos que cualquier nimero 4-mdgico de entre 3 y
6 digitos debe ser de la forma 4dyds---d,, con 3 < n < 6 y dy,ds,...,d, €
{0,1,...,9} digitos del nimero. Dado que debe ser divisible por 4, tenemos la
relacion

4d2d3 . dn — 41 % (dgdg 00 C dn4), (*)

donde dsyds - - - d,,4 es el nimero que se obtiene al recorrer el 4 a la posicion de
las unidades. De esto, y recordando que todo entero positivo se puede expresar de
manera tnica en términos de sumas de potencias de 10 (notacion decimal), se sigue
primeramente que el digito d,, en las unidades deber ser 6:

4d2d3"'dn:4>< (dgdgdn_10+10an+4)
= 4 (dgdgdn_10)+40><dn+16
=4 X (d2d3dn_10)+10X(4an+1)+6,

\ 7
"

X

donde el natural x tiene un cero en la posicion de las unidades. Esto implica que las
unidades del natural z + 6 es precisamente 6. Por lo que d,, = 6. Asi, la relacién



() se traduce en

Adads -+ - dy—16 = 4 X (dods - - - d,,—164)
=4 X (dods3 - - - dp—200 + 100 X d,,_1 + 64)
= 4 x (dods - - - dp_00) + 400 X dy_1 + 256
= 4 x (dodg -+~ dp_10) + 100 X (4 X dy_1 +2) +10 X 5 + 6,

r 4

~"

Y

donde el natural y tiene ceros en las posiciones de las decenas y las unidades.
Esto implica que las decenas y las unidades del natural y + 10 X 5 +-6 son Sy
6, respectivamente. Por lo que d,, 1 = 5.

Tomando en cuenta todo lo anterior, podemos resolver el problema por casos.

3 digitos: el 456 es el unico candidato a ser nimero 4-méagico. Pero 564 no es un
cuarto de 456. Entonces, se concluye que no hay numeros 4-magicos de tres digitos.

4 digitos: cualquier nimero 4-mdgico deber ser de la forma 4d;56, con
dy € {0,...,9} el segundo digito del nimero. En este caso, la relacion () se
traduce en

4,056 + 100 x do = 4,000 x dy + 2,256
— 3,900 x dy = 1,800

Claramente, no existe un entero ds entre 0 y 9 que satisfaga esta dltima ecuacion.
Por lo tanto, se concluye que no hay nimeros 4-magicos de cuatro digitos.

5 digitos: cualquier ndimero 4-mdgico deber ser de la forma 4d,d356, con
do,ds € {0,...,9} el segundo y tercer digito del nimero, respectivamente. La
relacion () se traduce en

40,056 + 1,000 x d2 + 100 x d3 = 40,000 x dy + 4,000 x d3 + 224
<~
39,000 x d + 3,900 x d3 = 39,832

Asi, todo se reduce a verificar si existen parejas (do, d3) de nimeros enteros entre
0 y 9 que satisfacen esta ultima ecuacion. Notemos que el lado izquierdo de la
ecuacion es un multiplo de 3,900:

39,000 X ds + 3,900 X ds = 3,900 x (10 x do + ds).



Entonces, para que exista (al menos) una pareja (ds, d3) es necesario que el lado
derecho de la ecuacion también sea un multiplo de 3,900. ;Pero 39,832 no es
divisible por 3,900! Luego, se sigue tal(es) pareja(s) no existe(n).

Por lo tanto, se concluye que no hay nimeros 4-mégicos de cinco digitos.

6 digitos: cualquier nimero 4-mdgico deber ser de la forma 4dsd3dy56,
con dy,ds,dy € {0,...,9} el segundo, tercer y cuarto digito del nimero,
respectivamente. La relacion () se traduce en

400,056 + 10,000 x dy + 1,000 x ds + 100 x d,

400, 000 x dy + 40,000 x d3 + 4,000 x d4 + 2,256
<~
390,000 x dy + 39,000 x ds + 3. 900 x dy = 397, 800
<~
100 x doy + 10 x d3 + ds =102

Notemos que la Unica solucidn a esta Gltima ecuaciénes do = 1,ds = 0y dy = 2.
Por lo tanto, el tinico nimero 4-mégico de seis cifras es 410,256.

Respuesta final: Solo hay un tnico nimero 4-mdagico de seis digitos o menos:
410,256. |

Segunda solucion.(Ecuacion Diofantica) Por definicidn, sabemos que es necesario
que un numero 4-magico inicie (primer digito) y sea divisible por 4. Entonces,
tomando en cuenta lo anterior, podemos resolver este problema por casos. Primero,
de la solucion anterior tenemos que no existen nimeros 4-mégicos de una y dos
cifras.

3 digitos: Cualquier nimero 4-mdgico se debe escribir como x = 4d,ds, siendo
do,ds € {0,1,...,9} el segundo y tercer digito de x, respectivamente. Si y =
dods4 es el nimero que se obtiene al recorrer el 4 a la posicion de las unidades, por
definicion se debe cumplir que

1

Ahora, recordemos que todo entero positivo se puede expresar en términos de



sumas de potencias de 10 (notacion decimal). En particular, tenemos que
ddods = 4004+ 10-dy +ds 'y dodzd =100 -dy + 10 - d3 + 4.

Luego, utilizando estas descomposiciones, la segunda igualdad en (5] se traduce
en una ecuacion para ds y ds:

Adyds = 4 - (dodgd) < 390 -dy+ 39 - ds = 384
e 130-dy+13-ds = 128. (6)

Asi, todo se reduce a verificar si existen parejas (ds, d3) de nimeros enteros entre
0 y 9 que satisfacen esta dltima ecuacion.
Notemos que el lado izquierdo de la ecuacion (6]) es un miltiplo de 13:

130 -dy + 13 -d3g = 13- (10 - dy + d3).

Entonces, para que exista (al menos) una pareja (ds, d3) es necesario que el lado
derecho de la ecuacion (6)) también sea un multiplo de 13. jPero 128 no es divisible
por 13! Luego, se sigue tal(es) pareja(s) no existe(n).

Por lo tanto, se concluye que no hay nimeros 4-mdagicos de tres digitos.

4 digitos: Cualquier nimero 4-mdagico se debe escribir como 4dsdsdy, siendo
do,ds,dy € {0,1,...,9} el segundo, tercer y cuarto digito del ndmero,
respectivamente. Entonces, razonando de manera andloga que en el caso de 3
digitos, todo se reduce a verificar si existen ternas (ds, ds, dy) de nimeros enteros
entre 0 y 9 que satisfacen la siguiente ecuacion

3,900-d2+390-d3+39-dy = 3,984 <= 1,300-d2+130-d3+13-dy = 1, 328.
Notemos que el lado izquierdo de esta ultima ecuacion es un multiplo de 13:
1,300 - dy + 130 - d3 + 13 - dy = 13- (100 - do + 10 - d3 + dy).

Entonces, para que exista (al menos) una terna (ds, ds, dy) es necesario que el lado
derecho de tal ecuacion también sea un multiplo de 13. Pero 1,328 no es divisible
por 13. Luego, se sigue tal(es) terna(s) no existe(n).

Por lo tanto, se concluye que no hay nimeros 4-magicos de cuatro digitos.



5 digitos: Cualquier nimero 4-mégico se debe escribir como 4dsdsdyds, siendo
do, ds,dy,ds € {0,1,...,9} el segundo, tercer, cuarto y quinto digito del nimero,
respectivamente. Entonces, razonando de manera andloga que en el caso de 3
digitos, todo se reduce a verificar si existen cuaternas (ds, ds, dy, ds) de nimeros
enteros entre 0 y 9 que satisfacen la siguiente ecuacion

39,000 - day 4 3,900 - d3 + 390 - dy + 39 - d5 = 39, 984
<= 13,000 -dy + 1,300 - d3 + 130 - dy + 13 - d5 = 13, 328.

Notemos que el lado izquierdo de esta dltima ecuacion es un multiplo de 13:
13,000-dy+1,300-d3+130-dy+13-ds = 13- (1,000-d2 4+ 100-d3+10-dy+d5).

Entonces, para que exista (al menos) una cuaterna (ds, ds, d4, d5) es necesario que
el lado derecho de tal ecuacion también sea un multiplo de 13. Pero 13,328 no es
divisible por 13. Luego, se sigue tal(es) cuaterna(s) no existe(n).

Por lo tanto, se concluye que no hay nimeros 4-mégicos de cinco digitos.

6 digitos: Cualquier nimero 4-mégico se debe escribir como 4dydsddsdg, siendo
do, ds,dy, ds, dg € {0,1,...,9} el segundo, tercer, cuarto, quinto y sexto digito del
numero, respectivamente. Entonces, razonando de manera analoga que en el caso
de 3 digitos, todo se reduce a verificar si existen quinternas (ds, d3, dy, ds, dg) de
numeros enteros entre 0 'y 9 que satisfacen la siguiente ecuacion

390, 000ds + 39, 000d3 + 3,900d4 + 390d5 + 39ds = 399, 984
<= 10,000d3 + 1,000d3 + 100d4 + 10d5 + dg = 10,256

Notemos que los nimeros dy = 1,d3 = 0,dy = 2,d; = 5y dg = 6 son claramente
una solucion de esta ultima ecuacion. Aun mas, dado que la descomposicion en
potencias de 10 (notacion decimal) de un nimero es Unica, se sigue que tal quinterna
es la unica solucion de la ecuacion.

Por lo tanto, se concluye que 410,256 es el iinico nimero 4-mégico de 6 digitos.

Respuesta final: Solo hay un unico nimero 4-mégico de 6 digitos o menos: 410,256.
H
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Problema 5 (4 puntos). Considere la funcion f(x) = x> + 12z + 30. Determine
todos los niimeros reales x tales que f(f(f(f(f(x))))) = 0.

Primera solucion. Notese que, si completamos el cuadrado perfecto, se tiene que
2+ 122 +30 = (22 + 122+ 36) — 6 = (x + 6)* — 6,

es decir, es f(x) = (z + 6)* — 6, por lo que f(z) + 6 = (z + 6)°. Entonces,

)
f(f(2)) = (f(z) +6)* = 6= (z +6)* —6,

FUf(f())) = (f(f(2)) +6)* = 6 = ((z +6)")* = 6 = (x +6)° — 6,
FUUS @) = (F(f(f(2) +6)° =6 =((z+6)°) —6=(z+6)" — 6,
FUSSS @) = S (f(@) +6)* = 6= ((z+6))° — 6= (z+6)* - 6.
Entonces, la ecuacion f(f(f(f(f(x))))) = O tiene dos soluciones reales: x =
+61/32 — 6. u

Segunda solucion. Como en la primera solucion, se tiene que la funcion puede
reescribirse como f(z) = (z + 6)* — 6. Empecemos determinando los ndimeros
reales tales que f(z) = 0:

flz)=0, —, %6/’ -6=0,,— (z+6)*=6
De ahi se tienen dos posibilidades, x + 6 = V6ozr+6= —\/6, es decir, es
xr=—6-+ V6 0 r=—6— 6.

Recuérdese que estos dos nimeros son los que cumplen que f(z) = 0.
Ahora, buscaremos los nimeros reales tales que f(f(z)) = 0. Por lo anterior,
los posibles valores para f(z) son

fl@)=-6+v6 o  f(z)=-6-6.
Entonces, tenemos que

(z+62—6=-6+v6 o (z+6)2—6=—6—106,
(z+62%=v6 o (z+6)*=-V6.

Observemos que la ecuacioén (x4 6)2 = —+/6 no tiene solucién real, ya que el lado
derecho es negativo, mientras que el izquierdo es un cuadrado y por tanto no puede

11



ser negativo. Por tanto, se tiene que (x + 6)2 = /6, lo cual da las posibilidades
r+6= %yx +6 = —%que, a su vez, implican

a:=—6—|—\4/§ 0 :c=—6—{76.

Recuérdese que estos dos nimeros son los que cumplen que f(f(z)) = 0.

De manera similar, busquemos ahora los nimeros reales que cumplen que
f(f(f(x))) = 0. De lo anterior, debe tenerse que

f(@)

—6+v6 o f(z)

= —6 — V6.
Procediendo como antes, se llega a que (z + 6)> = v/6 o (z + 6)> = —v/6. De

éstas, la segunda ecuacion no tiene solucion real, ya que el lado izquierdo de ésta
no puede ser negativo. La primera lleva a las soluciones

w:—G—I—% 0 r=—6—V6

Si ahora buscamos los niimeros reales tales que f(f(f(f(x)))) = 0, entonces

debe ser f(z) = —6 + V6 o f(x) = —6 — v/6. La segunda ecuacién no tiene
solucion real, mientras que la primera tiene dos:

w:—6+% 0 w:—ﬁ—%

Finalmente, para los nimeros reales tales que f(f(f(f(f(x))))) = 0 se tiene
que f(z) = —

= —6+ V60 f(z) = —6 — V/6.La segunda ecuacion no tiene solucién
real, pero la primera nos lleva a las soluciones

xr

6+ Y6 o x=-6-— V6,

que son las que pide el problema.

12



Problema 6 (4 puntos). Considere un triangulo ANABC' de drea S y sean a, by
c las longitudes de los lados BC, C' A y AB, respectivamente. Una circunferencia
de centro O y radio r es tangente a los lados C Ay AB. Exprese la distancia x del
punto O al lado BC' en términos de S, a, b, ¢ y r en los siguientes casos:

(a) El punto O estd en el interior del triangulo NABC.

(b) EIl punto O esta en el interior del dangulo £/ BAC, pero fuera del triangulo

ANABC.
Solucion. Recordemos que, cuando una recta es tangente a
una circunferencia, el radio de la circunferencia que va al 7
punto de tangencia es perpendicular a la tangente, es decir, Q

forman un dngulo recto.

En el contexto del problema, este hecho se traduce en lo
siguiente: en el tridngulo AOC'A, la altura desde O sobre la
base C'A es igual al radio r. Por ello, el drea de AOC A es igual a %br. De la misma
manera, se tiene que el area de AOAB es %cr. Asimismo, la altura desde O del
triangulo A BOC' es la distancia x del punto O al lado BC, por lo que el drea del
triangulo ABOC es %ax.

A

(a) En el caso en el que O estd en el interior de AABC, se tiene que el drea de
AABC es la suma de las areas de AOCA, AOABy AOBC, es decir, es

S =|AABC| = |AOCA| 4+ |AOAB| + |AOBC| = 1(br + cr + ax).

25—(b+o)r
" _

Despejando z, se obtiene que © =

13



(b) Si O esté en el interior del angulo £/ BAC, pero fuera del tridngulo AABC,
se tiene la siguiente igualdad de areas

|IAABC| + |AOBC| = |AOCA| + |AOAB],

ya que ambos lados representan el area total del cuadrilatero [JABOC.

A

(b+c)r—28

Procediendo como en el inciso (a), se obtiene que r = .
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Problema 7 (4 puntos). Determine todos los numeros naturales n tales que el
producto de sus digitos (en notacioén decimal) es igual a n> — 25n + 158.

Solucion. Sean = dids...d, la expresion decimal de n. Buscamos todos los
nimeros naturales n tales que

d ot 1y U, = nfh— 28124 (8
Observemos que, como cada d; es un digito, es

dldgdm§d11010=d100<n
———

m—1 m—1

De modo que los tnicos nimeros naturales que pueden cumplir la condicion del
problema son aquéllos tales que

n% — 25n + 158 < n,

esto es, n? — 26n + 158 < 0. Un célculo directo (por férmula general) muestra que
las raices n; y no de la ecuacién n? — 26n + 158 satisfacen que 9 < n; < 10y
16 < ny < 17. Esto implica que la desigualdad n? — 26n 4 158 < 0 sélo se verifica
paran = 10,11, 12,13, 14, 15, 16. Para cada uno de estos valores de n, tenemos lo
siguiente:

n = dldg n2 — 25n 4+ 158 dl : d2

10 8 0
11 4 1
12 2 2
13 2 3
14 4 4
15 8 -
16 14 6

Concluimos entonces que los Gnicos nimeros naturales n tales que el producto de
sus digitos es n? — 25n + 158 sonn = 12y n = 14. |

15



Problema 8 (4 puntos). Sean B = (—1,0) y C = (1,0) puntos en el plano.
Considere el lugar geométrico K de los puntos A = (x,y) tales que la diferencia
de los angulos ZABC'y ZAC B es un dangulo recto.

(a) Obtenga una ecuacion del lugar geométrico K (en términos de x y v).
(b) Pruebe que K es una conica y calcule su excentricidad.

Solucion. Sean z y y las coordenadas de A y sea P el pie de la altura desde A.
Llamémosle « al angulo ZACB.

A= (z,y)

DN

C = (1,0)

Puesto que LZAC' B y ZAB(C difieren en un dngulo recto, se sigue que ZABC =
90° + «. Por otra parte, como los puntos P, B y C estdn en una misma linea, se
sigue que los dngulos ZABPy ZABC suman 180°. En consecuencia,es ZABP =
90° — a. Por tdltimo, observe que A AP B es un tridngulo rectangulo, por lo cual es
/PAB = « para que sus angulos internos sumen 180°.

Ahora, notemos que los tridngulos AAPB y ACPA son semejantes, ya que
ambos tienen un dngulo recto en P y un dngulo a. Entonces, sus catetos son
proporcionales, es decir, es

AP CP

PB PA
(esta igualdad también se obtiene observando que AP/PB = cot a en el tridngulo
rectangulo AABP, mientras que CP/PA = cot«, calculada en el tridngulo
rectingulo AC'PA).

Note que AP = |y|, CP = |z|+ 1y BP = |z| — 1. Sustituyendo en la igualdad
anterior, llegamos a una posible ecuacion que relaciona x con y:

yl ol +1
EESr
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Multiplicando cruzado, desarrollando y simplificando los cuadrados de los valores
absolutos, obtenemos otra posible ecuacién: y> = 2> — 1. Esta es la ecuacién de
una hipérbola horizontal con vértices en By C'. Su forma candnica es

de donde se sigue que a = 1y b = 1. Luego, es ¢ = Va2 + b2 = /2, por lo que su
excentricidad es e = ¢/a = \/5/1 = V2. |
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Problema 9 (5 puntos). Sean o, 5y v dngulos agudos y positivos. Apoydndose en
la grdfica de y = cos(x), pruebe que

cos (o) + cos () ks (oz + ﬂ)
~ 2 ’

(a) :

(b)

cos (o) + (3083(5) + cos (7) < cos (W)

Observacion: Vamos a presentar tres soluciones diferentes. S6lo la primera para el
inciso (a) usa propiedades especificas de la funcion coseno; en cambio, el inciso (b),
y las otras dos soluciones, valen también para cualquier otra funcién cuya gréafica
abra hacia abajo.

Primera solucion. Para el inciso (a), considérese las identidades para suma y resta
de dngulos de la funcién coseno:

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sen(z) sen(y)
cos(x — y) = cos(x) cos(y) + sen(z) sen(y)

Sumando ambas identidades y dividiendo entre 2, se obtiene que

cos(x + ) + cos(x — y) = 2 cos(x) cos(y),

cos(z+y)+cos(z—y)
2

= cos(z) cos(y).

Ahora, tomemos x = %ﬂ yy = aT—B Entonces,esx +y =ayx —y = [3, por lo

que de la igualdad anterior se tiene que

cos(a) + cos(f)
2

= COS(QT—%) COS(O‘T_/B).

Puesto que a y 8 son agudos y positivos, se tiene que QT% también lo es, por lo
que es cos(aTw) > (. Ademds, es cos(%;ﬁ) < 1, ya que el coseno estd acotado

superiormente por 1. Por lo tanto, es

cos(a) + cos(f)

7 = Cos(O‘Tw) COS(#) < COS(O‘TJFB),

como queriamos probar.
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Para el inciso (b), primero utilizaremos el resultado del inciso (a) para demostrar
una version con cuatro angulos. Es decir, si a, 3, v y ¢ son cuatro angulos agudos
y positivos, entonces del resultado del inciso (a) se tiene

cos(a)JQrcos(B) < cos (#) y cos(’y);rcos((s) < cos (%5) .

Observemos que también que 23’ y 22 también son agudos y positivos. Por el
resultado del inciso (a), se tiene que

cos (242) +cos () _ <Tﬁ + L)  cos (222
2 7 2 28

Combinando las desigualdades anteriores, obtenemos

cos at-cos 3 €OS y+cos d at+f Y+d
cosa—i—cosﬁ+cos*y—|—c085: —— T W% <COS( t5) + cos(%2) < cos (25t
4 2 ~ 2 X 4 .

cos a + cos 3 4 cosy + cos d

Hemos demostrado la desigualdad < cos (22t0) a

cual es valida para cualesquiera dngulos agudos y positivos «, 3, v y 6. Para
recuperar la deisgualdad del inciso (b), es decir, con tres dngulos, apliquemos la
desigualdad para cuatro dngulos tomando ¢ = **2*2. En este caso, se tiene que

Oz+ﬁ+,y+5_oé+6+,y+a+g+w_3(a+§+7)+a+§+7_Oé_‘_ﬁ_i_fy
4 B 4 A 4 ) g

por lo que la desigualdad para o, 3, vy 0 = 2942 resulta en

cos a + cos  + cos y + cos(*51)

a+p+
. < cos(2td),

Multiplicando a ambos lados por 4 y pasando restando, obtenemos

cos a + €os 5 + cosy < 4 cos(2t41) — cos(2t24r),

cos a + cos § + cosy < 3 cos(24r),

cos o + cos 3 + cos 7y
3

como queriamos probar. |

N

cos(*52),

Segunda solucion. Para el inciso (a), consideremos los puntos A = («, cos ),
= (B,cos B) y M = (22, cos(%4?)) sobre la grafica y = cos(z):
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cos(232)

cos a+cos 3
2

Considere también el punto medio P del segmento AB. Sus coordenadas (zp, yp)
son los promedios de las coordenadas de Ay B, es decir, es

AT ZTB  a+f _ Yat+yB  cosatcosf
TP=Tay T 2y y WETSNT T 2 2

de manera que P = (242, «xetcsB) Puesto que o'y 5 son positivos y agudos, éstos

pertenecen al intervalo [0, 7], donde la gréfica y = cos(z) es cncava (abre hacia
abajo). Luego, el segmento AB, y su punto medio P, quedan por debajo de la
grafica. Tomando en cuenta que P y M tienen la misma coordenada x, con M en
la grafica y P debajo de ésta, se sigue que la coordenada y de P es menor o igual
que la coordenada y de M. En otras palabras, se tiene que w < cos(242),
como queriamos probar.

Para el inciso (b), considere los puntos A = (a,cosa), B = (5,cos3), C =
(v,cosy)y S = (22 cos(+t*1)) sobre la grafica y = cos(x):

A = (a,cosa)

I (nJrJ COS(IJr(‘OS‘j)
_ 2 2

§ = (=242, cos (+442))

(x+/3+’y)

cos(etbry

cos a+cos f+cosy
3

s e, )

o e T S o

Consideremos también como puntos auxiliares el punto medio P del segmento AB,

cuyas coordenadas son P = (242, «xatesi) 'y el punto R que divide al segmento C'P
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enrazon 2 : 1 (es decir, tal que C'R es el doble de R P). Entonces, las coordenadas
(xg,yr) del punto R se calculan en términos de las de C'y P como

Lo 2eptac  2450) +7 _ atfiy
R_ pu— 0

3 3 3 7
2up + Yo 2(=41=8) 4 €08y cos a+cos B+cosy

Nuevamente, por la concavidad de f(x) = cos(xz) en [0, 7], el tridngulo AABC
queda por debajo de la grafica. En particular, el punto R queda debajo de la grafica,
ya que es interiora A ABC. Por su parte, el punto S = (22041, cos(22+7)) estd sobre
la grafica. Puesto que R y S tienen la misma coordenada x, nuevamente se sigue

que la coordenada y de R es menor o igual que la coordenada y de S, es decir, es

cos a—l—co; B+cosy < COS(“+§+7 ) . H

Tercera solucion. Para el inciso (a), si « = [3, entonces ambos lados son iguales y
el resultado se tiene claramente. Podemos suponer que es a < [, pues el caso
contrario se prueba similarmente. Pasemos multiplicando el 2 y expresemos la
desigualdad que queremos probar de la siguiente manera:

cos a + cos 5 < 2 cos(243?)

cos 3 — cos(232) < cos(*2) — cosa

Ahora, consideremos los puntos A = (a,cosa), B = (B,cosf) y M =
(22, cos(*£2)) sobre la grafica y = cos(x):

A= (a,cosa)
M Lo (u-‘rﬁ’ COS(&-&-;?))

2 2

Puesto que o y 3 son positivos y agudos, se tiene que 25? también lo es, por lo que
dichos dngulos pertenecen al intervalo [0, 7], en el cual la grifica y = cos(x) es

céncava (abre hacia abajo). Luego, los segmentos AM y M B quedan por debajo
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de la grafica. Por ser a < /¢ < (3, lo anterior implica que la inclinacién hcia
abajo del segmento M B es mayor que la de AM, pues de lo contrario dichos
segmentos quedarian en alguna parte por encima de la gréfica. Esto se traduce en

que la pendiente de AM es mayor que la de M B:

MAM = MMB

Por una parte, la pendiente de la recta AM es

_ym—ya _ cos(¥f) —cosa  cos(%f?) — cosa
mAM T T N . at+B8 8
M — TA -

2
2
Por otra parte, la pendiente de la recta M B es

_ yB—ym _ cosff—cos(%F)  cosf — cos(p)

=P =

Luego, de la desigualdad m 45, > m s, se tiene que
atP) — cos o - o8 B — cos(%£)

B—a = B—a 2
2 2

cos(

por lo que, al ser > «, se sigue que
cos(*2) — cosa > cos f — cos(2442),

lo cual, como vimos arriba, equivale a la desigualdad del inciso (a).
Para el inciso (b), procédase como en la primera solucion. |
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Problema 10 (5 puntos). Sean a, b y c niitmeros reales y considere tres dngulos «,
By tales que

a = tan a, b=tanf y c=tann.

(a) Suponga que o, By v son dngulos internos de un triangulo. Pruebe que
abc =a+b+c

(b) Suponga que abc = a + b+ c. Demuestre que tan(a + 3 + ) = 0.
(c) Suponga que a, by c son positivos y que abc = a + b + c. Demuestre que

1 1 1 3
+ + A=
Vi4+a?2 1+ V142 2

Primera solucion.
(a) Sia, 8y~ sonangulosinternos de un tridangulo, entonces es a4+ = 180°—.
Por las formulas para la tangente de suma y resta de dngulos, tenemos que

tana+tanf8  a+b
l—tanatan3 1 —ab

tan(a + ) =

y que
tan(180° — v) = —tany = —c.

Entonces, es I‘Hb
—ab

a+ b+ c = abc.

(b) Observe nuevamente que podemos reescribir a + b + ¢ = abc como 1a_+;b =
—c, lo cual se traduce en que tan(a + ) = tan(—y). Veamos que esto
implica que tan(a + 5 + v) = 0. Si dos dngulos tienen la misma tangente,
quiere decir que son iguales o su diferencia es multiplo entero de 7 = 180°.
Esto se debe a que f(x) = tan(z) es una funcién de periodo 7 y biyectiva en
cada periodo. Por lo tanto, se tiene que el dngulo (a+3)—(—v) = (a+5+7)
es un multiplo entero de m = 180°. Esto implica que tan(a + 8 + ) = 0.

= —c, por lo que a + b = —c + abe Yy, asi, se obtiene que

(c) Tomemos o = arctan(a), 5 = arctan(b) y v = arctan(c). Entonces, es

1 1 1 1
= = cos a.

Ta? + tan a  Vsec?a seca
Vi+a®2 Vit+tan’a  Vsec?a

De manera similar se tiene que \/11?2 = cos 8y que ﬂl?z = cos . Luego, el

probema se convierte en demostrar que cos a + cos  + cosy < 3/2. Puesto
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que a, b 'y ¢ son positivos, se sigue que «, 5y v son agudos y positivos.
Mis aun, por el inciso anterior, la condicion abc = a + b + ¢ nos dice que
tan(a+ B ++) = 0. Esto implica que o+ 5+ = 180° ya que, al ser agudos
y positivos, la suma estd en el intervalo (0°,270°), pero en dicho intervalo la
tangente s6lo se anula en 180°. Finalmente, aplicando el resultado del iniciso
(b) del problema 9} se sigue que

cos o + cos 3 + cosy < 3 cos (%ﬁﬂ) = 3cos(60°) = 3/2.

|
Segunda solucion. Vamos a probar los incisos (a) y (b) usando la siguiente férmula
y, al final, veremos una prueba de ella:

tan(o+ B+ 7) a+ b+ c— abc
1 ey
i U 1 — (ab+ bc+ ca)

Recordemos ahora que una fraccion es cero cuando su numerador es igual a cero.
Entonces, de esta formula se tiene que tan(a+5+7) = 0siy sélosi abc = a+b+c.
En particular, esto ocurre cuando o + 3 + v = 180°, es decir, si o, 3y 7y son los
angulos internos de un tridangulo. Esto prueba los incisos (a) y (b). Para el inciso
(c), procédase como en la primera solucion.

A continuacion, veamos una prueba de la féormula de arriba: Recordemos que la
tangente de la suma de dos dngulos puede calcularse como

tana +tanf  a+b
l—tanatanfS 1 —ab’
Aplicando esto a los dngulos (a + () y «y se obtiene
tan(a + p) + tan tan(a+ p) + ¢
T + - (a+5) y _ tanfa+f)tec
1 —tan(a+ f)tany 1 —tan(a+ B)c

Sustituyendo con la identidad anterior, obtenemos que

tan(a 4+ f) =

a+b
1—ab%_c

_a+b ;
1 lfabc

tan(a+ B +7) =

Multiplicando arriba y abajo por (1 — ab) para obtener una sola fraccion, llegamos
a la férmula deseada:

a+b
Bl 5 (&% 4+ ¢)(1 — ab) _atbtce(l—ab)  at+btc—abe
(1-&2e)(1—ab) (1—ab)—(a+b)ec 1—(ab+bc+ ca)
|
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