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Soluciones al Segundo Listado de Problemas

Problema 1 (3 puntos). En una escuela primaria, para practicar la escritura de los
numeros el maestro pide a sus estudiantes que escriban todos los niimeros enteros
desde el 1 hasta el 100. Mientras realizaba la actividad orientada por su maestro,
Pedro se puso a pensar que a medida que iba escribiendo los niimeros cada vez
debia usar mas digitos para representarlos. Por ejemplo, para escribir el niimero
39 debe escribir dos digitos; 3y 9.

(a) ;Cudntos digitos en total debio escribir para completar la tarea asignada
por el maestro?

(b) Si continuara escribiendo mas numeros, jcual seria el 2024° digito que
escribiria? Justifique su respuesta.

Solucion. (a) Para escribir los niimeros del 1 al 9 se necesitan 9 digitos. Para escribir
cada numero del 10 al 99 se necesitan dos digitos por numero, es decir

((99 —10) + 1) x 2 = 180

digitos. Solo falta escribir el nimero 100, el cual consta de 3 digitos. Por tanto se
utilizan
9+ 180+ 3 =192

digitos para escribir los numeros del 1 al 100.
(b) Por el inciso (a) necesitamos 189 digitos para escribir los nimeros del 1 al
99. Nos faltan por escribir
2024 — 189 = 1835

digitos. Cada numero a partir del 100 y hasta el 999 requiere 3 digitos para
escribirse. Al dividir 1835 =+ 3 encontramos que

1835 = (611)(3) + 2.



Esto quiere decir que escribiremos 611 numeros a partir del 100 y el segundo digito
del siguiente nimero serd el digito buscado. El nimero de tres digitos que ocupa la
posicion 611 a partir del 100 es

100 + (611 — 1) = 710.

El siguiente namero es el 711 y su segundo digito es 1. Por tanto 1 es el 2024° digito
que escribiremos. |

Problema 2 (4 puntos). Considere un rectangulo ABCD y sea E un punto sobre
el lado AB tal que ZCED es un dngulo recto. Sean P el pie de la altura desde
Aen el triangulo ADE y sea () el pie de la altura desde B en el triangulo BC'E.
Demuestre que el segmento P() pasa por el centro del rectangulo ABC D.

Primera solucion. Vamos a probar que el centro del rectingulo ABC'D es el
punto medio de P(). Para ello, la idea es probar que el cuadrildtero APC() es un
paralelogramo. De esta manera, tendremos que sus diagonales AC'y P() se cortan
en su punto medio. Con ello, el punto medio de P() sera el punto medio de AC, es
decir, el centro del rectangulo.

Empecemos por observar que los segmentos AP y QQC' son paralelos. En efecto,
esto se debe a que las rectas AP y C'E son perpendiculares a la misma recta £'P.
Ahora bien, observemos que /PAD = ZQ)C B ya que estan formados por pares
de segmentos respectivamente paralelos: AD || BC'y AP || QC.
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Consecuentemente, tenemos que AAPD es congruente con ACQB. Primero
notemos que son semejantes, lo cual se debe a igualdad /PAD = ZQCB y a
que ambos tienen angulos rectos. Luego, la congruencia se sigue de la igualdad
AD = BC entre lados opuestos de un rectangulo.

Finalmente, la congruencia AAPD = ACQB implica que los segmentos AP
y QC son iguales. Asi, el que éstos segmentos sean paralelos e iguales implica que
el cuadrildtero APC'() es un paralelogramo, lo cual, como explicdbamos al inicio,
nos dice que el punto medio de PQ) es el centro del rectangulo ABCD. |

Segunda solucion. Coloquemos el rectingulo ABC'D en el plano cartesiano de
modo que

A=(0,0), B=(a,0), C=(ab), D=(0,b), E=/c0),

donde a, b, c > 0, como se muestra en la figura.

D=(0,b) C=(a,b)

A=(0,0) E=(c,0) B=(a,0)

El centro del rectangulo ABC' D es el punto

M = (9, 9) .
2
Encontraremos las coordenadas de Py () y mostraremos que M es el punto medio

del segmento P(), lo cual en particular demuestra que el segmento P() pasa por
M . Primeramente, la condicion DE | EC se traduce a

mpemgc = —1,



donde mpp y mgc son las pendientes de las rectas que contienen a los segmentos
DFE'y EC respectivamente. Pero
O0—b b b—0 b

Mpg = —— = ) mgpc = =
c—0 & a—c a-—=c

() G=) =

lo cual implica que b* = c(a — ¢) 0 b* + ¢ = ac. Usaremos esta condicién en
cualquiera de sus formas, repetidas veces en lo que resta de la solucion.

El punto P es la interseccion de la recta /pp y la recta £ 4p que contienen a los
segmentos DE'y AP respectivamente. Por medio de la forma punto - pendiente de
la ecuacion de la recta podemos escribir las ecuaciones de ambas rectas

b
EDE:y_b:_E(x_O)a

y asi obtenemos

Y = —éx +b.
c
Como /pgr L £4p, sabemos que mppmap = —1 y asi podemos deducir que
1E
map = X
por lo que
pr:y—O:g(x—O),
c
7= 3T
Igualando ambas ecuaciones
gaz =—% +0
b
YT b
b
b’c iy Q3



Sustituyendo en la ecuacion de £ 4p, tenemos
-()(5)-%
S WL\ G /A

P (£)
a a

Por otro lado, el punto () es la interseccién de la recta {gc y la recta pg que
contienen a los segmentos £C' 'y B() respectivamente. Procediendo de manera
andloga, escribimos las ecuaciones de ambas rectas

b

a—=c

Por tanto

KEC:y_b: (.’,U—CL),

y:

lpg:y—0= ; (x —a),

y=——(z—a)

Igualando ambas ecuaciones

C;a(az—a):aic(x—a)—l—b
L b
r—a=_— :
b c—a
Y/ V’(c —a)
TrT—
(c —a)? + b2
=0 gt YA )
(¢=a)? +'c(a —c)
S v’(a — c)
] (i =) ooy ©)
b2
r=a—
Oa— € it
b2
r=a——
a



Sustituyendo en la ecuacién de /g, tenemos

a—c)b
, a0
a
bc
y=5b——.
a
Por tanto . .
0= (s-20-)
a a

Finalmente, el punto medio del segmento P() tiene coordenadas

1(b2+ b2 bc+b bc) <a b)
— N aq— —. — B — LA
2 \a o0 a 2'2)"

CcOmo queriamos. |

Tercera solucion. Claramente, el centro del rectingulo es punto medio de AC.
Para probar que también es punto medio de P(), vamos a demostrar que los
“desplazamientos horizontal y vertical” desde A hasta P son los mismos que
desde C' hasta (), pero en sentido contrario. En la figura a seguir, esto se traduce
a probar que AX = CY y que PX = QY. Primero observemos que DP
y BQ son paralelas, pues ambas son perpendiculares a C'E. Puesto que AD
y BC' son paralelas, se sigue que ZADP = ZCB(Q. También notemos que
/PDA = /PAX, ya que ambos suman 90° con ZPAD. Similarmente, es
ZQCY = ZQBC, probando que los cuatro dngulos son iguales, digamos a a.
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Llamemos a a la longitud de los lados BC'y D A. En el tridngulo rectangulo AP D,
el lado AP es el cateto opuesto a v y su hipotenusa es a, por lo que AP = a sen a.
Luego, en el tridngulo rectangulo AP X, el cateto adyacente a « es AX, el opuesto
es PX y la hipotenusa es AP; por tanto, es

PX = APsena = asen® « y AX = AP cosa = asen a cos .
Andlogamente, en el tridngulo BC'() tenemos que C'() = a sen « y entonces es
QY = CQsena = asen’ a y CY = CQ cosa = asen acos .

Asi, resulta claro que es AX = CY yes PX = @Y, lo cual nos dice que los
desplazamientos horizontal y vertical desde A hasta P son iguales que los desde C'
hasta (), pero en sentido contrario. Como A y C son simétricos respecto del centro
del rectangulo, concluimos entonces que Py () también lo son, tal como queriamos
probar. |

Problema 3 (4 puntos). Sean oy 8 angulos agudos. Sabiendo que

tan(a) = ; y sin(f8) = J%’

muestre que o + 23 = 45°.

Solucion. Mostraremos primero que tan(a+23) = 1. Por la férmula de la tangente
para la suma de dngulos sabemos que

tan(a) + tan(25)

tan(a +253) = 1 — tan(a) tan(23)

Ahora solo necesitamos encontrar tan(2) y esto lo podemos lograr a través de la
formula de la tangente para el doble de un dngulo

2tan(p)

tan(28) = T—tan’(8)

Hemos reducido el problema a encontrar tan(/3), pero

sin(/3)

wnlh) = cos(8)




y por la identidad pitagérica sin?(3) + cos?(3) = 1y dado que 3 es agudo se sigue

que
M ey g S
cos(f) = 1/1 — sin*(p) Y
Luego |
_ V10 _ 1
tan(B) = A
V10
de donde

De aqui, encontramos que

1
tan(a + 26) = 74 1,
- (7) (3)

Solo resta verificar que o + 23 se encuentra también en el primer cuadrante. Como

tan(0°) = 0 < tan(a) = = < 1 = tan(45°),

1
"
1
tan(0°) = 0 < tan(fB) = 3 < 1 = tan(45°),

se sigue que 0 < v < 45°y 0 < B < 45°, por lo que forsozamente 0 < o + 205 <
135°. Como el unico angulo entre 0° y 135° cuya tangente es 1 es 45°, concluimos
que

a+ 283 = 45°.



Problema 4 (5 puntos). Considere una funcion f : R — R que cumple
fErf &) 29 2 A 2az° 4=30°) a > 0.

JEn cudles nitmeros reales la funcion f alcanza su valor minimo?

Solucién. Si definimos g(x) = f(1 + 2?), vemos que
g(x) = (z* — 2a2® + a®) + 2a® = (2° — a)? + 24°.

Esto nos dice que g alcanza su valor minimo si x = \/a 0 © = —+/a.
Por otro lado,

fl@) = fl+ V2 =1)°) = (Vo - 1)* - a)’ + 24°.
Por tanto f alcanza su minimo si
fr-i=va, o Ve-i=-va
esto es sucede si
= U1 \/E, 0 r=1-Vad.
|
Problema 5 (4 puntos). Una manzana de terreno, con esquinas ABC D, se divide

en cuatro lotes utilizando dos segmentos de recta perpendiculares como se muestra
en la siguientes figura:

90°




Bajo cierta escala, en la figura anterior se indican (con rojo) algunos valores de
los lados de los lotes. Encuentre el valor del lado .

Solucién. Primero, la manzana, como medida de superficie, es un drea
correspondiente a un cuadrado de 100 varas. La vara es una medida espafiola
que corresponde a 0.836 metros. Ahora, nombremos los puntos de contacto de los
segmentos de recta como E, F, G y H. Tracemos un segmento paralelo a C'D que
pase por E dentro del cuadrado. Tracemos también un segmento de recta paralelo
a BC que pase por F' dentro del cuadrado.
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De la figura podemos notar que
a+ [ =180° y B+ v+ 180° = 360°,

de donde o + 5 = 8 + . Asi @ = 7. Por el criterio de congruencia ALA, los
tridngulos AEGI y AJF H son congruentes. Finalmente

AB = BC
AJ+JH+HB =BI+I1IG+GC
T+ JH+8=5+1G +z.

Pero JH = IG, por tanto x = 10. H

Problema 6 (5 puntos). Sean a, b, c y d niimeros reales tales que

a n b r c " d |
b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c

Encuentre el valor de
@’ b2 c2 d?

b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b+d

Solucién. Multiplicando por «a la igualdad, tenemos

a? ab ac ad

b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b+c:a

Multiplicando por b, ¢y d obtenemos de manera respectiva las siguientes igualdades

ab 3 b? i be i bd )

b+c+d a+c+d a+b+d a+bdbt+c
ac h bc . & A cd -

b+e4d a+c+d a+b+d a+b+c
ad ! bd N cd Ik d? -

b+c+d a+c+d a+b+d a+btc

Sumando las cuatro igualades anteriores, conseguimos
2 b2 2 d2
- < +—%  td=a+btctd

e i M ] it
b+c+d+a+a+c+dJr Jra+b+d+c a+b+c
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Por tanto
a? b2 2 d?

=0
b+c+d+a+c+d+a+b+d+a+b+c

Problema 7 (3 puntos). Considere las sucesiones recursivas () y (y,) definidas
porx; =11y =0,
Sx, — 12y, 9 122, + by,

13 b Yn+1 = 13

para cada entero positivo n. Calcule el valor de 13y, + Y3904 Justifique su
respuesta.

Tp41 =

Primera solucién. Haciendo algunos casos particulares, es facil conjeturar que z2 +
y> = 1 para todo n. En efecto, para los primeros términos se tiene que

s =1Ly =022+ =12+02=1

» 39 =5/13,yp = 12/13; 2 + y5 = 2 =1

n 13 = 119/169, y; = 120/169; x5 + y5 = 14CELI0 — 1

Vamos a demostrar que 2, ; + y2.; = 22 + y2. En efecto, utilizando las férmulas
de la recursion, tenemos que

9L, — 12y, - 12z, <+ 5y, 2
Toit T Y = < 13 ) + ( 13 )
__25x%——120$nyn%—144y%%_144x%—%120xnyn%—144y%

169 169
2522 — 1202,y + 14492 + 14422 + 1202y, + 1442

169

16922 + 169y2

169
= Tp + Y-

Luego, aplicando repetidamente esta identidad, obtenemos que

2 2 @l 2 ) o - @ 5 el a2 ap .
To004 + Y2024 = To023 T Y2023 = Togo2 + Yop0 = - =23+ ys = x{ +y; = 1.
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Segunda solucién. Puesto que 52 + 122 = 25 + 144 = 169 =
132, por el reciproco del teorema de Pitdgoras existe un tridngulo
rectangulo de lados 5, 12 y 13. Sea 6 el dngulo formado por los
lados 5y 13. Se tiene asi que cos§ = 5/13 y senf = 12/13. Luego,

_ ] P 13
podemos reescribir las formulas de recursion como 2

_ dn—12y, __ 5 12w
Tpt1 = T30 = 33%n — 3Yn = Tn cosf — y, send,

_ 122,45y, __ 12 5 -
Ynt1l = ——43—% = 13Tp + 13Yn = Tpsend + y, cos 6.

Ahora, para cada entero positivo n, consideremos el
tridngulo rectdngulo con catetos x,, y y,, acomodado de
manera que si x,, es negativo, vaya hacia la izquierda, y VRt
si y,, €s negativo vaya hacia abajo. En la figura se muestra
el caso z, < 0y y, > 0. Por teorema de Pitagoras, su 0,
hipotenusa mide \/x2 + y2. Sea 6,, el angulo tal que 1 '

Ty Yn
VL + Y2 ¢ NGRS

es decir, x,, = /22 +y2cosb, y y, = /22 + y2send,. Sustituyendo en las
férmulas anteriores:

Tpi1 = Tpcos6 —y,senf = mCOSQn cos 6 — mseHQnsene
= /22 + 12[cos 0, cos # — sen B, sen 6]
= /22 + 12 cos(6, + 6)

Yni1 = Tpsenl + y, cos = msen 0,, cos O + msen 0,, cosf
— /22 + 12[sen b, cos f + sen 6, cos 6]

=\ x2 + y2sen(d, + 0)

Comparando con las formulas

— [ 2 | ¥ 5 2 2
Tp+1 = Lo =+ Yn41 COS 9n+17 Yn+1 = T =+ Y41 S 9n+17
lo anterior nos dice que /22 | + Y21 = /22 + Y2y Op1 = 0, + 0. Asi tenemos

que /22 + y2 no cambia, y podemos concluir como en la primera solucion que
es /22 +y2 = 1 para todo n. Mds atn, este cdlculo nos dice que el punto
(Zna1,Yns1) Se obtiene a partir de (z,, y,) efectuando una rotacion por un dngulo
de § = cos~1(5/13). Por ello, la distancia al origen no cambia. |

Tn

cos b, = senf, =
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Problema 8 (4 puntos). Considere un triangulo isésceles ABC, con AB = AC'y
sea P un punto sobre el lado BC'. El punto E sobre AC'y el punto F sobre AB
son tales que los dangulos ZAEP y ZAF P son ambos rectos. Sean dy y ds las
distancias desde P a los lados AB y AC, es decir, d; es la longitud de PF'y ds es
la longitud de PE. Demuestre que la suma dy + ds es la misma para todo punto P
sobre BC.

Solucion. Llamémosle ¢ a la longitud de los lados AB y AC' del tridngulo isésceles
ABC. Puesto que el drea de un tridngulo es igual a base por altura sobre dos, para
el tridngulo AB P tenemos que

ABx PF  (xd,

Area(ABP) = i T

De igual manera, tenemos que Area(ACP) = €X2d2. Observando que el area de

ABC es la suma de las areas de ABP y AC P, tenemos que

Area(ABC) = Area(ABP) + Area(ACP) = 4 ><2d1 i 4 ><2d2 _ X (d; + d2>.

De la igualdad Area(ABC) = %) tenemos que

2Area(ABC
dy +do = ( )
14
Claramente, el valor de w no depende de la eleccion del punto P, lo cual
muestra que la suma d; + ds es la misma para todo punto P sobre BC'. |

Problema 9 (5 puntos). En el plano cartesiano considere los puntos B = (—1,0)

yC = (1,0).
1. Paraelpunto P = (a,b), conb # 0, demuestre que el dngulo / BPC cumple
que
2452 -1
muzBPC)zﬁé%E——<

/Cudles son los puntos P tales que /£ BPC' es un angulo recto?
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2. Considere un punto A = (x,y) sobre la circunferencia de didmetro BC.
Sean D el punto sobre BC tal que ZADB = 90°, O = (0,0), M el punto
medio de AD y G el punto sobre AO tal que AG = 2GO. Demuestre que

LBMC + £ZBGC = 270°.

Primera solucion. En el inciso 1, notemos que las pendientes de las rectas PB y
PC son

" _Yp—yr _ b—20 A b - :yg—yp:b—O: b
R rg—yp a—(—1) a+1 e zc—yp a—1 a-—-1

Luego, la tangente del angulo entre ellas es

LL

tan Z/ZBPC = TC _ iPhe _ 61 ; erl
1—|—mp3mpc 1+T—
b b
g1 - a1 (a NW(ab-4d)
1+a—+1a— (a—1)(a+1)
(- 1) bl — 1N 2b

C(a=1(a+1)+b a2+b82-1
Entonces, si es b # 0, tenemos que

1 a+b2—1

/BPC =
cot C=tn7BPO 2

Por otro lado, el dngulo /B PC' serd recto si y solo si su cotangente es cero, lo cual,
por lo anterior, se tiene si y solo si a? + b?> — 1 = 0. Asf, los puntos P = (a, b)
satisfaciendo esta ecuacion son los que pertenecen a la circunferencia centrada en
(0,0) y de radio 1, es decir, la circunferencia de didmetro BC.

Para el segundo inciso, el que A = (, y) esté sobre la circunferencia de didmetro
BC nos dice que es 22 +y* = 1. Puesto que By C estén sobre el eje z, tenemos que
D también lo estd. Mds aun, al ser ZADB = 90° se sigue que es D = (z,0). Por
tanto, el punto medio del segmento AD es M = (x, ). Ahora, por ser AG = 2GO,
tenemos que OG es la tercera parte de O A. Por lo tanto es G = (3, %). Aplicando
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el inciso anterior a los puntos M y G, tenemos que

2+ (y/2)* -1 4da? +y*—4

cot ZBMC = ;
2(y/2) 4y

(/32 + (y/3) -1 22+4* -9

cot ZBGC = — :
2(y/3) 6y

Tomando en cuenta que es x> + y? = 1, se sigue que

dr* +y* =4 4z 4 (4y* —3y)—4  —8y° 3y

t /BMC = _ (A ¥
Y 4y 4y 4y 4’
2 g -
cotéBGCzaj Y 9: 8:—i.
Gy Oy 3y

Por lo tanto, se tiene que cot ZBMC' - cot ZBGC' = 1. Asi, tenemos que

cot ZBMC - cot Z/ZBGC — 1 _0
cot ZBMC + cot /BGC

Puesto que M y G estan dentrode ABC'yes ZBAC = 90°, se sigue que ZBMC'y
/ BGC son ambos obtusos. Luego, se sigue que Z/ BM C + Z BGC esta entre 180°
y 360°. Finalmente, el que cot(£LBMC + ZBGC) = 0, implica que ZBMC' +
/BGC = 270°, tal como queriamos probar. |

cot(LBMC + £BGC) =

Segunda solucion. La demostracion de la identidad cot /BPC' = % puede

efectuarse como en la primera solucion. Por otro lado, un resultado béasico sobre
circulos en geometria euclidianaﬂ afirma que los puntos tales que Z/BPC = 90°
pertenecen a la circunferencia de didmetro BC.

Para probar el segundo inciso, no utilizaremos coordenadas, sino unicamente
algunas semejanzas. Primero observemos que, al estar A en la circunferencia de
didmetro BC, del inciso anterior tenemos que ZBAC = 90°. Luego, el tridngulo
ABC es semejante al tridngulo D BA. Esto se debe al criterio (AA), pues ambos
comparten el dngulo en B y ademads tienen un dngulo recto. De dicha semejanza
concluimos que /BAD = ZBCAy que BA/AD = BC/CA.

!Conocido como teorema de Tales, aunque no es el de las paralelas.

16


https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Tales#Segundo_teorema

M\ ¢

B D 0 C

Puesto que AO es una mediana y AG = 2GO, tenemos que G es el gravicentro
de ABC, es decir, es el punto por el cual pasan las tres medianas del tridngulo. En
particular, la recta BG interseca a AC' en su punto medio N. Mds atin, observemos
que por ser M y N los respectivos puntos medios de DA y AC, tenemos que

BA _QBA _2BC’ _ BC

AM "AD "CA CN’
Esto junto con la igualdad /BAM = ZBC'N nos dice que los tridngulos BAM y
BC'N son semejantes por el criterio (LAL). En particular, se tiene la igualdad de

angulos ZABM = Z/CBN = ZCBG.

En el desarrollo anterior probamos la igualdad de angulos ZABM = ZCBG (o).
De manera totalmente andloga se puede demostrar que ZACM = ZBCG ().

Ahora bien, recordemos que en todo tridngulo la suma de sus dngulos internos es
180°. Aplicandolo a los tridngulos BGC', BMC'y BAC, obtenemos que

180° = ZBGC + o + 3,
180° = ZBMC + ZMCB + ZCBM,
180° = 90° + (8 + ZMCB) + (/CBM + «).

17



Sumando las primeras dos igualdades y restando la tercera, obtenemos que

180° =(£LBGC + a+ ) + (LBMC + LMCB + LCBM)
—(90°+ + £LMCB + ZCBM + a)
=/BGC + £ZBMC — 90°,

de donde concluimos que ZBMC + ZBGC = 270°. H

Problema 10 (3 puntos). Sea p(x) un polinomio de grado n y de coeficientes
enteros. Demuestre que para cualesquiera niimeros enteros a y b se tiene que
p(b) — p(a) es miiltiplo de b — a.

Solucion. Al ser p(x) un polinomio de grado n y coeficientes enteros, se tiene que
es de la forma
p(x) = ap + a1x + agx* + - - + a, 2",

donde ay, . . . , a,, son todos nimeros enteros. Luego, notemos que p(b) —p(a) puede

reescribirse de la siguiente manera:

p(b) — p(a) = (ag + arb + ash®* + - - - + a,b") — (ag + ara + aza® + - - - + a,a")
=ai(b—a)+ay(b? —a*) + - + a, (0" — a")

Ahora observemos que cada uno de los términos a;(b' — a') es miltiplo de b — a.
En efecto, se puede verificar por multiplicacion directa la factorizacién

V—a'=0b—a) '+ b6 2a+ b3+ - + 0% 4 ba"E 4 a ).

Puesto que cada término del segundo paréntesis es un entero, se sigue que b’ — a’ es
miuiltiplo de b — a. Luego, cada término a;(b' — a') es miiltiplo de b — a, y entonces
p(b) — p(a) es miltiplo de b — a, ya que es suma de mdltiplos de b — a. |

Consultas y/o dudas sobre la competencia: competencia.mat@unison.mx
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